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矢通量分裂显式格式及二元喷管射流模拟

北京航空航天大学　　单　鹏

【摘要】　本文在较常用的显式两步格式的基础上, 采用 St eger-Warming 形式的矢通量分裂 (简

称矢分或 FVS) 的原理, 提出了一种矢分二阶精度显式两步格式。在分析了格式的各种特性后, 与

MacCormack 格式进行了实算对比。又给出了某二元喷管射流问题的模拟实例。计算结果表明, 矢

分与该显式格式的配合具有矢分法的基本优点和计算稳定、速度较快的优点。

一、矢通量分裂后的 N-S方程组

用时间推进法求解守恒形原参数二维气动全N -S 方程组, 经施行参量平均化, 无量纲化,

向计算平面转换, 得到矢通量形式的 N-S 方程组
[ 1]
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在计算平面上应用Steger-Warming 的分裂原理, 首先对 ( 1. 1) 中 F
�, G�进行分裂。可写成:
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, 一般为非奇异阵
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其特征值阵为

! ( A�) = d iag〔U~ , U~ , U~ + aL (�) , U~ - aL (�)〕
! ( B�) = diag〔V~ , V~ , V~ + aL ( �) , V~ - aL ( �)〕

( 1. 3)　

其中 L ( �) = �2x+ �2y , L ( �) = �2x+ �2y , a为物理平面上音速。对矢通量 F
�, 按特征值阵

! ( A�) 中的正与负特征值, 分裂为亚正矢通量 F
�+ 与亚负矢通量 F

�-之和, 同样据 ! ( B�) 处
理 G

�得:

F
� = F

�+ + F
�- 　,　G� = G

�+ + G
�- ( 1. 4)　

而亚矢通量的计算式可整理为极简洁的形式
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( 1. 5)　

G
�±= {F�± �∃换为 �} ( 1. 6)　

其中 C1 = 2( #- 1)%1 + %2 + %3　,　C2 = %3 - %4　,　C3 = %3 + %4 ( 1. 7)　

计算 F
�±时 %1 , ⋯, %4 用 ! ( A

�) 中某特征值或取 0, 由流场某点的几何参数和物理原参数u、

v、a以及计算平面上的超、亚音状态来确定。相应算 G
�±时用 ! ( B

�) 中某值或取 0。�-x 等为
空间 j , k 点上的常量

本文于 1989年 8月收到。



�-x = �x / L ( �) , �-y = �y / L (�) , �-x = �x / L ( �) , �-y = �y/ L ( �) ( 1. 8)　

按 ( 1. 6～1. 8) 估计, 计算一次F�+ , 仅需21次乘法, F�+ , F�-共需不超过3. 5倍于F�的计算量。
( 1. 1) 右端粘性矢通量 R

�、S�中主要包含参数变量函数 u, v , T 的空间一阶导数。首先,

对应于 R
�, S�项的N -S 方程组解的依赖区域, 其方位是不随速度而变的。因此, 不必按速度

是否超音取差分方向; 其次, R��, S��中的一阶导数项 ∀�, u�, v �, T �等仅带给某点的解上游

影响, 二阶导数项 ∀��等带来上、下游两方向的影响[ 2]。因此, R��, S��应取两侧差分, 而不必

分裂成亚矢通量。采用一阶前差, 二阶后差的两阶中心差分来求R
�
�, S
�
�对于每时间步n, n+ 1

的值。

最终求解的矢分二维全 N -S 方程组为
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求解时以 ∀, u, v , e, a为参变量函数。F�+ , G�+ 后差, F�- , G�- 前差。

二、二阶精度显式格式

对格式问题, 现以物理平面上的 Euler 方程组及其标量模型方程

U
-
t + F x = 0 ( 2. 1)　

u t + %ux = 0　　( %= const ) ( 2. 2)　

和矢通量分裂后的方程
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u t + %+ ux = 0　　( or ut + %- ux = 0; const %+ > 0, %- < 0) ( 2. 4)　

为例来讨论

解分裂后的双曲型方程 ( 2. 4) , 若利用 MacCormack格式的优点而简单套用该格式, 并

考虑亚矢通量仅向某单侧差分的规则, 得
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此格式对于 MacCormack格式的变动在于 “予”、“校”二步均向空间同侧差分, 由于破坏了

空间对称性, 格式的改型方程为

(U t)
n
j + %

+
(U x )

n
j + -

%+ h
2

(U xx )
n
j +

%+ h2

6
+

( %+ ) 2th
2

(U xx x )
n
j + O( h

3
, t

2
) = 0 ( 2. 7)　

逼近精度仅为一阶O ( h, th) 了。计算实践表明这种格式精度低, 粘性过大, 使中、弱强度

激波系趋于完全抹平。由于达不到二阶精度, 两步算法也失去意义。显然不能简单套用原

MacCormack格式解分裂后的 Euler 方程。

本文对分裂后的双曲型方程 ( 2. 4) , 提出了新的差分格式。对 “予”、“校”二步均采用

空间一侧三点一阶差分, 格式为
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其改型方程为
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( U t) nj + %+ ( U x ) nj + ( - %+ h2 / 3) ( U xx x ) nj + O( t 2) + O( th2 ) + O( h3) = 0 ( 2. 10)　

逼近精度又为二阶 O ( h2, t2 )。计算实践表明此格式用于解矢分Euler 方程达到足够精度, 并

由于四阶导数耗散项

O( th2 ) = 〔(%+ ) 2
th

2/ 3〕( U xxx x ) nj ( 2. 11)　

的存在而较 MacClormack格式解分裂前的 Euler 方程更为稳定。

解矢分后的 N-S 方程组 ( 1. 10) 的最终格式为
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其中n+ 1, n+ 1各代表予测步、校正步结果, � 3�代表后三点一阶差分。采用当地时间步, 步

长由下式确定 (M、P R 各代表紊流涡粘性和紊流普朗特数, C 为克朗数)

& = C  min( & �, & �) ( 2. 13)　

& �= &�/〔U~ + a �2x + �2y + ( 2#/ &� ∋ / PR + 2/ 3  ∋ / &�) / (∀R e)〕

& � = &�/〔V~ + a �2x + �2y + ( 2#/ &� ∋ / PR + 2/ 3  ∋ / &�) / (∀Re )〕
( 2. 14)　

三、格式的稳定性与数值粘性
两步格式 ( 2. 8)、( 2. 9) 实质为三层格式。对模型方程 ( 2. 4) 其放大矩阵为

[ 3]

G( t , k) =
K 1 + K

0 1 + 2K
( 3. 1)　

其中 K = C/ 4  ( 1 - e
- ikh ) ( e- ikh - 3)　( k 为波数)　,　C = %+ t / h = cour ant

显然G 的特征值为 %1= K , %2= 1+ 2K。稳定性条件为�%1�≤1及�%2�≤1。两不等式均得出 C

≤1/ 2为稳定条件。

又按文献 [ 1] 中的方法, 对格式 ( 2. 8)、( 2. 9) 用于解矢分 Euler 方程时的固有粘性做

了估计。以物理平面上一维 Euler 方程 ( 2. 3) 为例, 格式相应为
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其中符号意义是
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D
4�F� nj
DX

4 =
�F � nj- 2 - 4�F� nj - 1 + 6�F � nj - 4�F � nj+ 1 + �F� nj + 2

( &X ) 4 ( 3. 8)　

以上P A、�! A �各为矩阵A = �F / �U- 的特征向量阵和对各元素取绝对值的 A 的特征值阵。若认

为 F 与 U
- 近似为线性关系, 则 ( 3. 4)、( 3. 5) 左端即是对 ( 2. 3) 的未分裂形式写出的差分方

程, 而右端即为对格式所添加的频数和耗散性项的估计。“予”、“校”两步均有三阶导数的频

散项和四阶导数的耗散项。耗散项是格式固有的数值粘性项。

四、与 MacCormack1972年格式 (M C72) 对比

MC72
[ 4]
是一种二阶精度两步加时间分裂的多维问题格式。对于图 1所示二维小角度对

图 1　对称双尖劈

称双尖劈在 Ma= 2. 0 的空气流中的激波

—膨胀波体系, 分别用矢分法对 ( 1. 10)

式和 MC72法对 ( 1. 1) 式进行了 Euler 求

解。这是一个波后前压比P 2/ P 1仅 1. 28的

较弱激波流场, 以尖劈长为参考长度的来

流雷诺数为 2. 2×10
4
,静压为 1. 0大气压。

劈前为自由流, 劈后为尾迹流。为初试对

射流问题的适用性, 于劈前上方加一直边

钝底唇口, 底部仅一条网线穿过。网格 33

×33。图 2、图 3为等压线, 图 4、图 5为

底边k= 1, 横剖 j= 23处的马赫数和静压分布。由两法及各解与解析解的对比有:

图 2　MC72法解的等压线 图 3　FV S法解的等压线

1. MC72法于激波前产生较大数值振荡, 使波前 Ma数不易确定; 而 FVS 法不存此问题

(见 Ma 分布图)。这一优点是出于差分计算中正确地获得了上一时刻有关网点上的物理信息。

2. FV S 法不加入人工粘性也收敛, 且收敛过程稳定。这是由于该法本身有较强的粘性机

制所致。对于弱波, 这使抹平宽度有所增加, 而对于强波, 将使计算易于收敛。

3. 同样由于粘性较强, 就细小波系结构的清晰度而言, 本文的 FV S 法不如 MC72法总

体精度高。但从图 4、图 5看, 该法非波位置上压力数值解对解析解的偏差均< 2%; 激波抹

平宽度不超过四网格; 说明精度问题仍满足通常使用要求。等压线还示出该法消除了格式数

值振荡带来的不合理的压力峰、谷等扰动现象。

4. 总机时两法几乎相等。计算过程的其它参数见表 1。显然, 就精度、每步每点机时、总
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图 4　MC72法的静压和 Ma分布 图 5　FVS 法的静压和 Ma分布

机时、对流场的适应性等, 本文的 FVS 法具有快速、振荡小的优点。

表　　1

方法 机　　型
点最大

残差终值
克朗数

时间

步数
总 CPU ( s)

每步每点

CPU ( s)

每步差分方

程调用次数

FVS

MC 72

ELX S I 6400

单精度运算

0. 0000976 0. 30 408 290. 5 6. 45×10- 4 2

0. 0001266 0. 40 238 268. 5 10. 36×10- 4 约 3

五、某设想的航天飞机的跨音射流

图 6描述了做中空跨音飞行的某航天飞机冲压发动机的二元非对称喷管的二维射流问

图 6　物理参数和网格 图 7　静压和M a分布
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题及其网格。喷管位于机身后下方, 其轴线与飞行方向成 (角。扩张比 A出口 / A喉道= 1. 8。使

工况为过膨胀, 压比为 5。为获得流场的定性特征, 仍采用 Euler 方程组求解。管内 23×37网

点, 管外流向 46点, 总体69×53点。此例为激波较强的流场, 其中存在P 2/ P 1> 4的正波。在

I BM 4381 机上用单精度计算, MC72法几乎不能收敛。用 FVS 法 460步, 点最大残差下降两

个半量级。克朗数取 0. 25。每步每点 CPU 约13. 6×10- 4秒。图 7为较长壁上静压、马赫数分

布, 图 8等压线。可见:

图 8　FVS法得非对称二元喷管的等M a线

1. 喷管扩张段产生曲线激波。由扩张比 1. 8, 按一维等熵流估算, 进口处压比 P/ Pa=

0. 63, 将使唇口处产生一斜波, 当出口流向沿 x 轴, 此波与 x 轴夹角约 50°。然而扩张段本身

有一较大转折壁面, 折点约在图 8之 I 处, 则 I 处产生一较强斜波, 波后压强升高而破坏了唇

口波的生成条件, 使两波合为一道波而处于 I 点, 并呈曲线波形。经此波后气流压强升至高于

大气压 Pa 并传播到唇口外某范围。

2. 上述曲线波后的高压经射流边界影响外流, 使 Ma= 1. 1的跨音外流在唇口附近受阻,

经 B点一道近乎垂直于外壁的激波后, 逐渐变为局部的亚音流动, 有形成回流区的趋势。

3. G点产生正激波。由于 G点固壁回折约 18°, 对于波前速度 Ma< 1. 8, 斜波已脱体成

一正激波, 抹平三个网格。喷管内生成的激波在固壁 F 点反射后, 与此正激波相交并消失。

4. G点正激波后高压传至掺混层以外, 并使正波蜕化为曲线激波。

5. 图 7指出在与机身一体的 J- D- H 长壁上, 压力在壁面有激波和折角的 I、E、F、G

四处均有升高, 相应 Ma数有降低。

鸣谢: 对北航马铁犹教授、刘导治副教授给予本文的支持表示衷心的感谢。
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A FLUX VECTOR SPLITTING EXPLICIT SCHEME AND

SIMULATION OF 2-D NOZZLE′S PROPULSIVE JET
Shan Peng

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　On the basis o f tw o steps expl icit methods, author invest igates the

applicat ion of the theor y of F lux Vector Split t ing ( FVS) o f J. L . Steg er and R. F. Warming .

Besides the simplif ied split f lux vecto r formula, a new explicit scheme is proposed for solving

hyperbolic differ ent ial equat ione. It is a explicit two steps FVS scheme of second o rder

accuracy. At first it w as compared w ith M acCormack′s scheme issued in 1972 ( MC72) in

numerical computation. And f inally a 2-D flow of a rectangular nozzle w ith it s jet plume w as

analy sed numerically by the present scheme. T he r esults indicate some high per formances o f

the present scheme: 1. Numerical vibrat ions near the front surface of shock w aves vanish. 2.

The scheme runs without art ificial v isco sity. 3. It takes just as much t ime as MC72 takes to

so lve a f low f ield. The scheme features the higher inherent viscosity o f the scheme compared

w ith that of MC72.

AN ANALYTICAL STUDY OF COMPONENT MATCHING

REGULARITY OF TURBOJET ENGINE
Liu Daozhi

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　Many of f-design condition phenomena of a turbojet engine are

related w ith the variat ion of incidence angles at f ront and rear compressor stages. Based on

the component matching regular ity , the simple and clear analy tical equat ions o f the variation

of incidence ang les at front and r ear compresso r stages under eng ine operat ing condit ions

have been derived. With these analyt ical

equat ions, a series of the of f-design condition phenomena in a low or high design pressure

rat io engines or in an , axial, centrifug al or combined axial-centrifugal engines, all w ell as in

a two-spool eng ines are analyzed systemat ically , their physical natures are clarified, and

various of f-design condition problems which may occur can be predicted in advance.

A REVIEW AND PROSPECT OF PULSATING COMBUSTION
Cao Chuanjun, Xu Dengfeng, Zhu Changhain, Ren Yue

( Beij ing University of Aeronautics and Astroneutics )

ABSTRACT　　　　It′s w ell know n that pulsat ing combust ion has the advantages in

fuel sav ing , po llutant suppression, enhancement o f combust ion intensity and eff iciency and in-

crease of convect ive heat and mass t ransfer rates. T he capital investment and operational

co sts of many sy stems and processes can be reduced if the pulsat ing combust ion be applied.

In this paper , the characterist ics of the pulsat ing combustion are treated and a r eview w ith in-

st ruct ive comments on its applicat ion is given. T he applicat ion of the fulsat ing combustion

part icularly in the areas of jet pr opulsion, gas turbine, bo iler and heater , drying and ash

cleaning is discussed. In the end, its prospects are also remarked.
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